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摘要 
探討與分析達夫(Duffing)動力系統受雙頻率激振的分歧現象與混沌運動。首先以數值分析，在相同吸

子盆地（Basins of attraction），穩態解的起始值是以基本週期交替出現之特性。其次以 Melnikov 解析方

法，求取達夫動力受雙頻率激振時，週期運動與混沌響應的臨界參數值。取多個初始條件之分歧圖，能

分辨頻率互鎖與類週期之響應，有出現週期三響應，並呈現週期倍增至混沌；配合以相圖、頻譜圖、Poincarè

切面圖、響應時序圖和 Lyapunov 指數，證明分歧圖在參數變化之穩態響應之型態。 
關鍵詞：Melnikov 方法，分歧圖，雙頻率激振，混沌 
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ABSTRACT 
Periodic and chaotic responses the Duffing system with two external excitations are investigated. First, the 

boundary of periodic and chaotic motion under the periodic perturbation is determined by using Melnikov’s 

method. Second, using numerical integration, based on 4th order Runge-Kutta method is used to simulating 

Duffing system for various initial conditions and parameters. As bifurcation diagrams are plotted, 

frequency-locked oscillations with period-3 motions and cascades of period-doubling to chaos are found. 

Numerical simulations including homoclinic bifurcation surfaces, bifurcation diagrams, Poincaré maps, phase 

portraits, response waveforms, frequency spectra and maximum Lyapunov exponents are given to illustrate the 

theoretical analysis.  
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壹、前言 
 探討並分析 Duffing 系統，利用數值模擬方法分析，受一外力激振的非線性系統，已被 Ueda 等[1-3]

先進探討得非常詳盡。Chen[4,5]、Dooren[6] 基本上解析 Duffing 方程式受一個外力激振，因系統出現反

對稱解(多重解)，Chen 數值模擬法分析中只取一個初始條件無法表現多重解共存；Dooren 以吸子盆地圖

判斷多重解，再取多個初始條件繪出多重解共存之分歧圖。Cheng 等[7]探討 SDOF 受摩擦力之雙頻率激

振系統，在分析二頻率激振時頻率比值為簡單分數；文中取頻率比值為 4/17，數值模擬法分析過程採取

Poincarè 切面與單一初始條件，所繪出之分歧圖週期一為四點或十七點，其他週期響應為十七點之整倍

數，將與混沌運動類似模糊一片而無法分辨。多數研究者於數值模擬法分析過程中，只取一個初始條件

所繪出分歧圖將無法表現多重解。在頻率比值為更複雜分數甚至無理數時，其分歧圖將模糊模糊一片而

無法完整表現，並分析多重解之現象。Moukam 等[8]分析 Duffing-Van der pol 受雙頻率激振系統之混沌控

制，分析此系統時頻率比值亦為簡單分數；文中取頻率比值為 1/3，與單一頻率相似，數值模擬法分析過

程採取 Poincarè 切面與單一初始條件，所繪出之分歧圖週期一為三點容易誤判為週期三響應。文中無分

析頻率比值為更複雜分數甚至無理數之分歧圖。Kang 等[9-12]分析受多頻激振非線性系統，有 Duffing 系

統、Van der pol、分斷線性系統等等。Kang 發現相同吸子盆地的穩態解起始值是以基本週期交替出現之

特性。取多個初始條件，以基本週期切割之分歧圖，能分辨頻率互鎖與類週期之響應，並呈現週期倍增

至混沌，然而缺少理論解析混沌響應的邊界條件。本文首先以數值分析，在相同吸子盆地（Basins of 

attraction），穩態解的起始值是以基本週期交替出現之特性。其次以 Melnikov 解析方法，求取達夫動力

受雙頻率激振時，週期運動與混沌響應的臨界參數值。 

 

貳、 統制方程式 
 2.1 Duffing 系統與勢能函數 

 兩個勢井的 Duffing 系統受雙頻率激振方程式可表示為 

 =+−+ 3
31 xaxaxx &&& δ )cos()cos( 2211 tPtP νν + ， (1) 

其中無因次量分別：δ線性阻尼係數、 1a 線性勁度和 3a 非線性勁度、 1P 和 2P 是外激振的振幅、 1ν 和 2v 是

外激振的頻率。 

 方程式(1)改為狀態方程式為 
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 假設ε=0，方程式(2)則為非微擾系統，Hamiltonian系統的Hamiltonian函數(H(x,y))，可表示為 
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2.2 數值方法 
當系統受二個以上不同頻率激振，頻率比值分類為﹔當頻率 1ν （週期為 11 /2 νπ=T ）和 2ν （週期

為 22 /2 νπ=T ）之比值為有理數( 21 / mm )，則發生頻率互鎖運動﹔當為週期運動時，以 1T 或 2T 時間切

割 Poincarè 平面，分析 Poincarè 切面圖，則出現 1m 或 2m 的整倍數目值之點，但以基本週期 T（ 1T 和 2T
之最小公倍數）切割 Poincarè 平面，週期-n 運動在 Poincarè 切面圖有ｎ點。 

當頻率比值為無理數，則出現類週期運動﹔以 1T 或 2T 時間切割 Poincarè 平面，分析 Poincarè 切面

圖，則出現一條交錯封閉曲線，與混沌運動出現各點被限制於某些區域的特性不同；無法以基本週期(其

值為無限大)切割 Poincarè 平面。然而，在相同吸子盆地，穩態解的起始點是以基本週期交替出現，週期

-n 運動將對應有ｎ個起始點。取多個初始條件之分歧圖，能分辨頻率互鎖與類週期之響應，並呈現多重

解之曲線。 

採用四階次Runge-Kutta數值積分法，積分時間增量取為 NTt /=Δ ，N為基本週期的分割數，其範

圍在200至600之間。Poincaré切面圖取超過100點，其分割的切面時間間隔為基本週期T。頻譜圖和相圖取

1000外力週期而且每一個外力週期分500點。分析吸子盆地圖分割初始條件空間的密度為101× 101以上。 

 

2.3 Melnikov函數 
 方程式(3)之同宿曲線(homoclinic orbit)可表示為 
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 同宿曲線之Melnikov函數 ))(( 0tM ，可表示為 
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 方程式(5)代入方程式(6)經過積分及簡化後，Melnikov函數可得為 
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 方程式(7)為同宿曲線之 Melnikov 函數，假設方程式(7)某些參數存在，使得 0)( 0 =tM 且

0/)(
00

00 ≠∂∂
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ttM ，在 [ ]Tt ,00 ∈ ，其中 T（稱為基本週期）為 1/2 ωπ 與 2/2 ωπ 之最小公倍數，則

同宿曲線分歧將發生在某些參數成立；且當 ε 足夠小時，存在穿越同宿曲線現象及混沌響應 [13] 。 

 

参、 數值模擬 
 當 ε=0.1、 11 =a 、 13 =a 、 8.01 =ν 、 2P 分別為 0.1 與 0.5 時；圖一(a、b)為方程式(7) 同宿曲線

的 Melnikov 函數之曲面圖；振幅( 1P )、頻率( 2ν )、阻尼(δ )曲面圖中左上區域為週期響應，右下區域為
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存在混沌響應，比較二圖顯示隨振幅( 2P 或 1P )增加而混沌響應區域增加。在 ε=0.1、 11 =a 、 13 =a 、

3.01 =ν 、 2ν 分別為 0.5 與 1.1 時；圖二(a、b)為同宿曲線的 Melnikov 函數之曲面圖；對應振幅( 1P )、振

幅( 2P )、阻尼(δ )曲面圖，圖中右上區域為週期響應，左下區域為存在混沌響應。 

 

圖一 a 同宿分歧曲面圖； 1.02 =P ，週期與混沌響應的臨界值曲面 

 

圖一 b 5.02 =P  

 

圖二 a 同宿分歧曲面圖； 5.02 =ν ，週期與混沌響應的臨界值曲面 
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圖二 b 1.12 =ν  

 數值模擬方程式(1)，當一個外力頻率激振時，取 50 個初始條件，在 11 =a 、 13 =a 、 5.0=ν 、

28.0=δ 時，圖三(a、b)為 x(500T)與 y(500T)對外力振幅分歧圖；呈現複雜曲線之分歧圖，表示有多重

解之現象。當在 P=0-0.32 之間，出現兩個週期一響應共存；在 P=1.52-2.51 之間，出現單一週期一響應；

隨振幅增加於 P=2.51-4 之間，分裂反對稱週期一或週期二響應共存，而後隨振幅增加週期倍增之反對稱

解，合併進入混沌運動；P=4.68-5.15 之間，出現單一週期三響應，亦有隨振幅增加週期倍增之反對稱解，

而合併進入混沌運動。取單一初始條件，圖四(a、b)為 x(nT)與 y(nT)對外力振幅分歧圖，配合圖三分析上

述多解共存的區域與響應型態。 

 

圖三 a x(500T)對振幅分歧圖；單一外力激振，取 50 個初始條件 

 

圖三 b y(500T)對振幅分歧圖 
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圖四 a x(nT)對振幅分歧圖；單一外力激振且單一初始條件 

 

圖四 b y(nT)對振幅分歧圖 

 

圖五 x(500)對振幅( 1P )分歧圖；雙頻率外力激振，取 50 個初始條件 

 當二個外力頻率激振，在 11 =a 、 13 =a 、 3.01 =ν 、 1.12 =ν 、 12 =P 、 26.0=δ 時，取 50 個

初始條件，圖五為 x(500T)對外力振幅分歧圖；圖中顯示複雜之曲線，表示有多重解之現象。 1P =2.2-2.7、

2.9-3.65、3.7-4.2 三個區間，出現反對稱週期運動與混沌響應。圖六(a、b)為 x(nT)與 yx(nT)對外力振幅分

歧圖，其中 T 為基本週期，配合圖五分析上述多解共存的區域與響應型態。因為單一初始條件之分歧圖，

出現斷裂曲線可為反對稱解的現象或多重解出現範圍。 
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 在 11 =a 、 13 =a 、 3.01 =ν 、 5.02 =ν 、 2.02 =P 、 28.0=δ 時，取 50 個初始條件，圖七為

x(450T)對外力振幅( 1P )分歧圖；配合單一初始條件(-0.8,1)之圖八分歧圖，有多重解之現象。圖七在振幅

1P =0-0.354 之間，出現二個週期一響應共存； 1P =0.54- 0.894、 1P =1.134-1.332 之間，混沌響應出現。一

族曲線 1P =1.332-2.012 之間，出現週期一響應； 1P =2.012-2.4 之間，出現分裂為反對稱解之二個週期一

響應共存； 1P =2.4-2.64 之間，出現週期三響應與混沌響應。 1P =2.64-3.456 之間，出現以週期一響應、

分裂為反對稱解之二個週期一響應共存、隨振幅增加出現以週期倍增反對稱解之二個週期響應共存，而
進入混沌運動；又以隨振幅遞減，出現以週期一響應、分裂為反對稱解之二個週期一響應共存，出現以

週期倍增反對稱解之二個週期響應共存，週期倍增而進入混沌運動。另一族曲線 1P =3.456-6 之間，亦有

出現以週期倍增反對稱解之二個週期響應共存，週期倍增而進入混沌運動。 

 

圖六 a x(nT)對振幅( 1P )分歧圖；雙頻率外力激振，單一初始條件(0,0.8) 

 

圖六 b y(nT)對振幅( 1P )分歧圖 

 

圖七 x(500T)對振幅( 1P )分歧圖；雙頻率外力激振，取 50 個初始條件 
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圖八 x(nT)對振幅( 1P )分歧圖；雙頻率外力激振，單一初始條件(-0.8,1) 
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圖九 a 吸子盆地圖；振幅 P=3；反對稱解之週期二響應 
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圖九 b 振幅 P=3.5，反對稱解之週期一響應 

 單一外力激振狀況下，取圖三反對稱響應區域之吸子盆地圖；圖九 a 為振幅 P=3 的吸子盆地圖，反

對稱解之週期二響應；圖九 b 為振幅 P=3.5 的吸子盆地圖，反對稱解之週期一響應。雙外力激振狀況下，

取圖五反對稱響應區域之吸子盆地圖；圖十(a、b)振幅 1P 分別為 3.2 與 4 的吸子盆地圖，均是反對稱解之

週期一響應。吸子盆地邊界都為平滑區線。 
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圖十 a 吸子盆地圖；振幅 1P =3.2 反對稱解之二個週期一響應共存 
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圖十 b 吸子盆地圖；振幅 1P =4 

  

圖十一 相圖、頻譜圖、Poincarè 切面圖 
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 圖十一顯示相圖、頻譜圖、Poincarè 切面圖，當 2.02 =P 、 1.11 =ν 、 11 =a 、 13 =a 、 2.0=δ ；

振幅 1P =0.2，I.Cs(0.5,0)、(-0.5,0) 反對稱解之週期一響應共存；振幅 1P =0.37 和 5.980 為混沌運動；在振

幅 1P =2.5 為週期三響應；在振幅 1P =4 為週期一響應；在振幅 1P =5，初始條件分別為 I.Cs(0.5,0.5)、

(0.75,0.75) 反對稱解之週期一響應共存。圖十一比較圖七與圖八之分歧圖；當圖七與圖八的分歧圖中， 1P

分別為 0.2、0.37、2.5、4、5、5.98 對應分歧圖分別有二個（二個週期一共存）、無限個（混沌）、三個（週

期三）、一個（週期一）、二個（二個週期一共存）、無限個（混沌）。圖十二顯示 Lyapunov 指數是正為混

沌響應，Lyapunov 指數是負為週期運動[14]，分歧圖為反對稱的一支出現以週期一響應，之後以隨振幅

增加出現以週期倍增而合併進入混沌運動。 

 

圖十二 x(450T)對振幅分歧圖與最大 Lyapunov 指數對 1P 圖。 

  

肆、結論 

 分析兩個勢井的 Duffing 系統受雙頻率激振之週期運動與混沌響應。Melnikov 解析方法，求取 Duffing

系統受雙頻率激振時，週期運動與混沌響應的臨界參數值。次以數值分析，利用週期-n 時，穩態解的起

始值是以基本週期交替出現之特性。取多個初始條件之分歧圖，出現週期三響應，並呈現週期倍增至混

沌。亦出現以週期一響應、分裂為反對稱解之二個週期一響應共存、隨振幅增加(遞減)出現以週期倍增反

對稱解之二個週期響應共存，而合併進入混沌運動。配合以相圖、頻譜圖、Poincarè 切面圖、響應時序圖

和 Lyapunov 指數，證明單一與二外力頻率激振之分歧圖，在參數變化的穩態響應型態。 
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